3. CARACTERISTICI STATISTICE ALE UNEI SERII DE DATE

3.1. INTRODUCERE

Statistica matematica, mai precis metodele furnizate de aceasta s-au
implementat puternic in metodologia de lucru a diferite domenii. Apelul la
metodele specifice statisticii matematice s-a facut in principal din doua motive:

o existenta variabilitdti naturale a fenomenelor, proceselor,
caracteristicilor etc. aflate sub observatie;

0 necesitatea luarii unor decizii asupra acestor fenomene, procese,
caracteristici etc.

Statistica matematica, sintetizadnd o informatie, de cele mai multe ori partiala,
asupra procesului investigat, poate furniza, cu riscuri controlate de operator,
baza metodologicad pentru adoptarea anumitor decizii, chiar in conditii
specificate de incertitudine. Tn acest scop, statistica si-a dezvoltat directiile
principale: principii, modele si metode.

La baza statisticii exista doua concepte de baza: populatia si esantionul.

Populatia statistica este obiectul de studiu si poate fi reprezentat de mulimea
produselor ce pot rezulta dintr-un proces tehnologic, de multimea valorilor pe
care le poate lua o caracteristica de calitate a unui produs etc. Standardele
definesc populatia statistica drept o mulfime de obiecte sau fenomene, calitativ
omogene.

Esantionul reprezinta acea parte a populatiei asupra careia experimentatorul
aplicd metode statistice propriu-zise, pentru a obtine concluzii pe care le
extrapoleaza asupra intregii populatii.

Aceasta operatie de extrapolare se numeste inferenta statistica. Inferenta
statistica este acea ramura a metodelor stiintifice de investigare a unei
populatii, care cu margini specificate de incertitudine exprimata in termeni
probabilisti, face trecerea de la observatii la concluzii privind populatia, [20].
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Inferenta are doua limite:

o informatia pe care se bazeaza decizia este de natura aleatoare, fiind
constituita din observatji supuse intdmplarii;
0 se recunoaste explicit nesiguranta concluziilor.

In cazurile practice, populatiile luate in studiu nu se pot investiga integral, ci
doar prin intermediul unuia sau mai multor esantioane, ceea ce implica apariia
unor riscuri in luarea deciziei finale asupra procesului investigat. Pentru a
putea aplica anumite metode cantitative de extragere a informatiei dorite, este
necesar ca populatia statistica analizata sa poata fi reprezentatda matematic
intr-un mod convenabil, adica trebuie sa se poata gasi un model statistic al
populatiei studiate, care sa incorporeze cat mai realist caracteristicile esentiale
ale populatiei si care sa nu fie prea complicat la manevrarea analitica. Solutia
acestei probleme o constituie conceptul de variabila aleatoare — a carei valoare
se atribuie n functie de diferite circumstante sau evenimente ce se produc intr-
un experiment. Ex.: timpul de buna functionare a unui produs, duritatea unor
organe de masini, rezistenta la rupere a unor epruvete, o anumita cota
reprezentativa a unei piese etc. Aceasta variabila aleatoare caracterizeaza de
fapt populatia respectiva. Comportarea variabilei aleatoare este descrisa, din
punct de vedere matematic, de functia de repartitie asociata. Functia de
repartitie are o expresie specificd depinzdnd de tipul variabilei aleatoare:
discreta (numarul de impulsuri/unitatea de timp) sau continua (cota unei piese).

Repartitia de probabilitate a unei variabile aleatoare discrete se exprima, de
regula, sub forma unui tablou, in care prima linie contine toate valorile posibile,
iar a doua linie contine probabilitatile cu care ia aceste valori:

X X, .. X
X = , (3.1
P P2 oo Py

n
cu conditia pi € [0,1] si Z p, =1, pi fiind probabilitatea ca X sa ia valoarea xi.
i=1
Se adopta notatia: p; = P(X = x;). De obicei variabilele aleatoare discrete se
asociaza experimentelor ce constau din numarare.

Spre deosebire de variabilele discrete, cele continue pot lua orice valori intr-un
anumit interval. Tn consecintd, nu se vor mai asocia probabilitdti punctuale ca
in cazul anterior, ci se va defini o functie pozitiva, f(x), numita densitate de
probabilitate, astfel incat aria domeniului cuprins intre graficul ei si axa Ox este
egala cu 1. Probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia valori intr-un interval (x;
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x+h) este f;”hf(x)dx este probabilitatea ca variabila considerata sa ia valori
in intervalul (x; x+dx) al dreptei reale (fig. 3.1).

In timpul unui proces de masurare pot interveni trei tipuri de erori:

- erori aberante;
- erori sistematice;
- erori aleatoare.

Erorile aberante apar ca urmare a incalcarii principiilor generale de masurare
sau ca rezultat al neatentiei experimentatorului. Rezultatele afectate de erori
aberante difera esential de restul valorilor si in consecinta se pot elimina.

Erorile sistematice sunt determinate de diferifi factori, cum ar fi: reglarea
necorespunzatoare a mijlocului de masurare, variatia conditilor de mediu
(temperatura, presiune, umiditate etc.). Erorile sistematice pot fi depistate si
inlaturate pe baza unor calcule ce pleaca de la principiile fizice ce stau la baza
masurarii respective.

Erorile aleatoare apar datoritd unei multimi de factori, a caror influenta
individuala este neglijabila si nu exista posibilitatea inlaturarii acestor influente.
Studiul influentelor erorilor aleatoare se bazeaza pe cunoasterea legilor de
repartitie a acestor erori.

Daca o masurare se repetda de n ori, iar rezultatele se impart in clase
(intervale) de latime Ax, se poate calcula frecventa relativa cu care rezultatele
apar in fiecare clasa:

f=—, (3.2)

unde n; este numarul de rezultate aflat in clasai.

Reprezentarea grafica a frecventei relative este o histograma (Fig. 3.1), care
pentru n — o si AXx — 0 devine o functie continua, numita functie densitate de
repartitie sau densitate de probabilitate, deoarece prin integrarea ei pe un
interval se obtine probabilitatea cu care variabila ia valori in acest interval .
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Fig. 3.1 Histograma si densitatea de repartitie

In mod natural se impune conditia:

Jf(x)dx =1, (3.3)
atunci cand x ia valori pe toata dreapta reala, adica probabilitatea ca variabila
sa ia valori reale este 1. Relativ la o variabila aleatoare prezinta interes
probabilitatile unor evenimente de tipul (X € I) - se citeste evenimentul X ia
valori in intervalul |. Pentru a calcula aceste probabilitati, notate P(Xel) este
suficient sa cunoastem functia de repartitie a variabilei aleatoare. Functia care
asociaza oricarui numar real a, probabilitatea ca x sa ia valori mai mici sau
egale cu a se numeste functie de repartitie a lui X:

F(a)=P(x<a), (3.4)
Legatura dintre densitate si repartitie este data de relatia:
F'(x)=f(x). (3.5)

Functia de repartitie are urmatoarele proprietati, [17, 18, 20]:
o valorile functiei de repartitie F(x) apartin intervalului [0, 1], conform
(3.3);
0 pentru doua numere reale x; Si X2, CU X1 < Xz, functia de repartitie este
nedescrescatoare, adica F(Xl)ﬁ F(Xz)i
o Daca densitatea este o functie continua atunci:
P(x, <x<X,)=P(x, <X <X,)=P(x <x<xX,)=P(x, <X<X,). (3.6)
Daca variabila aleatoare este discreta functia ei de repartitie are expresia:



P, X, <X <X,
F(x) p,+ P, X, <X Xy | (3.7)

P+ P+t Pry X <XSX,
1 X2 X,

Pe baza proprietatilor funciiei de repartitie se deduc relatiile:
P(x <x<x,)=F(x,)-F(x,),

P(x> %, )=1- F(x,) (3.8)

relatii utile in practica industriala:

o probabilitatea ca o variabila sa ia valori intre doua limite date,

o probabilitatea ca o variabila sa fie mai mare decat o valoare data sau
intr-o interpretare si mai particulara, cand variabila x reprezinta numarul
de ore de buna functionare a unui dispozitiv, aparat atunci P(x 2 x1)
este probabilitatea ca acel dispozitiv, aparat sa functioneze minimum x;
ore.

In figura 3.2 sunt prezentate functia densitate de probabilitate si functia de
repartitie, fiind marcate ariile ce reprezinta probabilitatea ca:

o variabila ia valori mai mici decét a;
o variabila ia valori mai mari decéat b;
0 variabila ia valori cuprinse in intervalul [a, b].



f(x) f(x) flx)

P(a <x<b)

F(x)

0

Fig. 3.2 Functia densitate de repartitie si functia de probabilitate

Probabilitatile reprezinta un concept esential in infelegerea analizei statistice,
motiv pentru care trebuie bine intelese. Principalele aspecte ce vor fi subliniate
se refera la: atribuirea probabilitatilor si reguli ale acestora.

Probabilitatea este 0 masura numerica ce cuantifica sansa unui eveniment de
a se produce intr-un experiment. Se masoara pe o scalda de la 0 la 1, 0
corespunzand evenimentului imposibil, iar 1 evenimentului sigur, adica
evenimentul ce s-ar produce ori de céate ori s-ar repeta experimentul n
aceleasi conditii. In plus, suma probabilitatilor tuturor evenimentelor posibile

trebuie sa fie egala cu 1 (Z:F’i =1), In cazul cand experimentul are un numar
finit de evenimente ce se exclud reciproc.

Exista doua modalitati de atribuire a probabilitatilor unor evenimente, in functie
de situatie:

0 metoda frecventelor relative;
a metoda subiectiva.

Metoda frecventelor relative se bazeaza pe rationamente, deoarece cu ajutorul
logicii se pot determina probabilititile de aparitie ale unor evenimente. Intr-un
experiment cu un numar finit de realizari mutual exclusive si echiprobabile,
probabilitatea unui eveniment este numarul cazurilor favorabile/numarul
cazurilor posibile. De ex.: cand se da cu banul, exista doua situatii posibile,
‘cap” sau “stema”, evenimente ce sunt echiprobabile (au aceeasi sansa de
aparitie), de aceea Pcayp= Pstems= ¥2 =0.5; sau se bazeaza pe efectuarea unor
observatii (evidente empirice), situatie cand:
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p=_b (3.9)

unde n; este numarul de evenimente favorabile, iar N numarul total de
evenimente. Ex.: daca se inregistreaza numarul de ore de functionare a unui
bec si se constata ca din 1000 de becuri testate, 100 au functionat mai putin
de 500 ore, atunci probabilitatea ca un bec ales aleator sa aiba o durata de
viata mai mica de 500 h este:

_ 100

1000
Aceasta metoda nu poate fi aplicata in orice situatie, iar pentru evenimente
viitoare se utilizeaza metoda subiectiva, conform careia se atribuie probabilitafi
pe baza propriilor considerente. Evident, in acest caz diferite persoane vor

atribui probabilitati diferite unui acelasi eveniment (probabilitatea de castigare a
unui concurs).

01.

Existd numeroase situatii cand trebuie determinata probabilitatea unor
evenimente legate. De exemplu, pentru doua evenimente, A si B, ne
intereseaza daca se vor produce ambele sau daca va avea loc unul dintre ele.
Pentru a putea raspunde la acest tip de intrebare trebuie introduse doua reguli
fundamentale ale probabilitatilor:

» regula de adunare a probabilitatilor;
» regula de inmultire a probabilitatilor.

Regula de adunare se aplica in situatia cand existd doua evenimente si se
doreste determinarea probabilitatii de aparitie a cel putin unuia din cele doua
evenimente. Existd doua variante ale adunarii, Tn funciie de tipul
evenimentelor; daca ele se exclud reciproc sau nu. Douad evenimente se
exclud reciproc, daca nu se pot produce simultan (cap sau stema pentru o
singura moneda).

Daca evenimentele se exclud reciproc, probabilitatea de aparitie a cel putin
unui eveniment din cele doua este:

P(AUB)=P(A)+P(B) (3.10)

Daca evenimentele nu se exclud reciproc, atunci “A sau B” inseamna se
produce A, se produce B sau se produc ambele. In acest caz, din suma
anterioara trebuie scazutd probabilitatea de producere simultana, pentru a
evita insumarea ei dubla (vezi fig. 3. 3):

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). (3.11)



Evenimentul A |- B
Evenimentul(AaBAC)
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[~ Evenimentul(AaB) ~—~c

Evenimentul B

Fig. 3.3 Evenimentul P(AU B) Fig. 3.4 Evenimentul P(ANBANC)

Aceasta regula poate fi generalizata pentru un numar de mai multe
evenimente. De exemplu, pentru trei evenimente, ce se exclud reciproc, se
obtine:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C), (3.12)
iar pentru evenimente ce nu se exclud reciproc:
P(AUBuUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(BNC)-
~P(AnC)+P(AnBNC)

Relatia intre evenimentele implicate in (3.13) este ilustrata in fig. 3.4, unde se
observa ca zona hasurata este adunata de trei ori (in P(A), P(B) si P(C)), apoi
scazuta de trei ori (in P(ANB), P(BNC) si P(ANC)), deci trebuie inclusa din nou
la sfarsit.

(3.13)

Regula de inmuliire se foloseste la gasirea probabilitatii de producere
simultana a doua sau mai multe evenimente (P(ANB), P(ANBNC) etc.).
Raspunsul la astfel de probleme depinde de tipul evenimentelor, daca sunt
independente sau nu.

Doua evenimente sunt dependente cand aparitia unui eveniment influenteaza
probabilitatea de aparitie a celuilalt. Regula de inmultire se aplica diferit, in
functie de tipul evenimentelor:

» pentru evenimente dependente:
P(AnB)=P(A)xP(BJA), (3.14)

unde P(B| A) reprezintd probabilitatea de producere a evenimentului B, stiind
ca A s-a produs:

P(AnB)

P(B|A)= 0

(3.15)



» pentru evenimente independente:

P(AnB)=P(A)xP(B). (3.16)
Expresia P(B| A) reprezintd o probabilitate conditionata, adica probabilitatea ca
B sa fie afectat de aparitia lui A. Evident, in cazul a doua evenimente
independente P(B| A) = P(B). O extindere a acestei idei in contextul mai multor
evenimente secventiale este cunoscuta sub numele de regula lui Bayes. In

cazul a doua evenimente formula are forma (3.15). Pentru n evenimente
mutual exclusive Bi, By, ...Bn, cand A a aparut:

P 5, P 45
PBIN)- Se (BT P, P, - <P PR,

3.2. STATISTICA DESCRIPTIVA

Statistica descriptiva se ocupa, in principal, cu doua probleme:

O prezentarea datelor sub forma tabelara si vizualizarea lor sau a unor
caracteristici prin tehnici grafice;
o utilizarea unor indicatori numerici pentru caracterizarea datelor.

Pentru a putea organiza un volum mare de date si a le prezenta sub forma
grafica sau tabelara este necesar sa se detecteze eventualele tendinte de
distribuire a lor pe axa reala prin intermediul unor mijloace de analiza. Cele mai
utilizate metode grafice de reprezentare sunt: tabele de distributie de
frecvente, pie-chart-uri, histograme, poligoane de frecventa, curbe de frecventa
cumulata etc

3.2.1. ORGANIZAREA DATELOR

Pentru a putea reprezenta tabelele de frecventa este necesar ca datele sa fie
grupate in cateva clase sau intervale semnificative (nici prea multe, nici prea
putine) si sa se contorizeze numarul de valori din fiecare clasa, iar apoi sa se
calculeze frecventele relative, adica numarul datelor din fiecare clasa raportat
la numarul total. Tn general, se recomanda ca numarul claselor sa fie intre 5 —
15 (in functie de marimea esantionului avut la dispozitie) si cel mai adesea
marimea claselor este egala. De asemenea, trebuie ca fiecare valoare
existenta in sir sa fie introdusa o singura data (se stabileste o conventie pentru
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limitele intervalelor).

Tn tabelul 3.1 se prezintd un set de date experimentale organizat cu ajutorul
tabelului de frecventa.

Tabelul 2.1. Tabel de frecventa

10.824 | 10.827 | 10.775 | 10.826 | 10.771 | 10.802 | 10.816 | 10.816 | 10.829

Date 10.814 | 10.815 | 10.801 | 10.813 | 10.821 | 10.812 | 10.860 | 10.850 | 10.865

10.810 | 10.854 | 10.847 | 10.844 | 10.796 | 10.858 | 10.797 | 10.843 | 10.839

10.771 | 10.775 | 10.796 | 10.797 | 10.801 | 10.802 | 10.810 | 10.812 | 10.813

orggrt&e 10.814 | 10.815 | 10.816 | 10.816 | 10.821 | 10.824 | 10.826 | 10.827 | 10.829
10.839 | 10.843 | 10.844 | 10.847 | 10.850 | 10.854 | 10.858 | 10.860 | 10.865
Clase Frecventa absoluta Frecventa relativa [%]
10.770 — 10.7867 2 7.40
10.7867 - 10.8023 4 14.81
10.8023 - 10.8180 7 25.92
10.8180 - 10.8337 5 18.51
10.8337 - 10.8493 4 14.81
10.8493 - 10.8650 5 18.51

Dupa construirea tabelului de frecventa, in general, pasul urmator il constituie
reprezentarea sub o anumita forma grafica.

Un pie-chart este o reprezentare grafica sub forma unui cerc, unde frecventele
relative sunt utilizate pentru divizarea cercului in sectoare de cerc
corespunzatoare fiecarei categorii de variabile. Acest tip de reprezentare se
preteaza in cazul cand datele sunt grupate pe diverse categorii. Ex.: Totalul
studentilor din Facultatea de Mecanica clasificat in studenti integralisti, studenti
ce au acumulat inter 50 — 60 credite, 40 — 50 credite, mai putin de 40 credite.

Cel mai utilizat mod de reprezentare 1l constituie histogramele. In fig. 3.5 se
prezinta histograma aferenta datelor din tabelul 3.1. In cazul cand intervalele
nu sunt echidistante trebuie ajustata inaltimea dreptunghiurilor astfel incéat aria
fiecarui dreptunghi sa fie proportionala cu frecventa corespunzatoare.

Functiile din Matlab asociate cu histograma sunt:

0 N=hist(x) — returneaza un vector linie, ce contine numarul de date din
vectorul x, aflate Tn 10 intervale echidistante;
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0 N=hist(x,m) — returneaza un vector linie, ce contine numarul de date din
vectorul x, aflate in m intervale echidistante;

0O N=histc(x,limite) — contorizeaza valorile lui x aflate intre elementele
vectorului limite, ce trebuie sa fie un vector monoton crescator. N va avea
dimensiunea cu o unitate mai mica decat vectorul limite, iar N(k) va numara
valorile x(i) daca limite(k)<=x(i)<limite(k+1). Ultimul interval va contabiliza si
valorile egale cu limita superioara;

0 hist(x) — traseaza histograma utilizand 10 intervale sau clase;

0 hist(x,m) - traseaza histograma utilizand m clase.
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Fig. 3.5. Histograma datelor Fig. 3.6. Poligonul de frecvente

Poligoanele de frecventa se utilizeaza mai ales in cazul cand se doreste
compararea a doua distributii in aceeasi reprezentare grafica. Ele se obtin prin
reprezentarea frecventelor in dreptul mijlocului fiecarei clase si unirea acestor
puncte prin linii drepte. in plus, la extremitati, primul, respectiv ultimul punct
corespunde valorii minime, respectiv maxime din sirul de date. in fig. 3.6. este
prezentat poligonul de frecvente al datelor cuprinse in tabelul 3.1.

O alta varianta de reprezentare este curba frecventelor cumulate, ce permite
aflarea raspunsului la intrebari de tipul: cate observatii sunt egale sau mai mici
decat limita superioara a fiecarei clase, respectiv cate sunt mai mari sau egale
cu limita inferioara a fiecarei clase. Dupa cum indica si numele, curba
frecventelor cumulate se obtine prin reprezentarea frecventelor cumulate ale
claselor. Cumularea se poate face de la valoarea minima spre maxima sau
invers. In primul caz se obtine o curbd ascendents, ce oferd informatii privind
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numarul de observatii mai mic cel mult egal cu limita superioara a fiecarei
clase, iar in cazul al doilea, se obtine o curba descendenta, pe baza careia se
pote determina numarul de observati mai mare cel mult egal cu limita
inferioara a fiecarui interval. in fig. 3.7 se prezintd curba frecventelor cumulate
corespunzatoare datelor prezentate in tabelul 3.1.

30

25

20

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1077 1078 1079 108 10081 1082 10.83 10.84 10.85 10.86 10.67

Fig. 3.7. Curba frecventelor insumate

3.2.2. INDICATORI NUMERICI DE CARACTERIZARE A DATELOR

Exista doua caracteristici esentiale ce se investigheaza in cazul seturilor
de date:

o centrarea sau localizarea;
o concentrarea sau imprastierea.

Fie o serie de date X: X1, X2, ... Xn Obtinuta Tn urma unui proces de masurare.
Tendinta centrala a seriei poate fi caracterizata prin: medie, mediana, modul.

Cel mai utilizat indicator de centrare este media. Media unei serii de date este
media aritmetica a valorilor sale:

1 1
X==(X X+ %)== X . (3.18)
n
Media reprezinta centrul de greutate al seriei de date. In Matlab, media seriei
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de date, stocate n vectorul x, se calculeaza cu functia mean (x) .

Mediana este valoarea centrala a unui set de date ordonate crescator. Ea se
calculeaza cu formula:

Xpe = Xpuys N=2K+1

2

1 . (3.19)
Xpe ==| X, +X, |, nN=2k
21 = —+
2

Prima formula se aplica pentru un numar impar de elemente ale seriei de date, iar
a doua cand volumul seriei este uj numar par. Mediana caracterizeaza mai bine
valoarea centrala unui serii de date in situatia cand setul de date este asimetric,
respectiv apare o concentrare de date la una din extremitatile seriei. In Matlab
mediana seriei de date stocate in vectorul x se calculeaza cu functia median (x) .

Modulul este observatia cu cea mai mare frecventa de aparitie. Exista seturi de
date cu un singur modul (unimodale) sau cu mai multe (multimodale). Modulul
se calculeaza cu formula:

X = X +3(X,, —X). (3.20)
In cazul unor seturi de date simetrice, media, mediana si modulul coincid. La
repartitile asimetrice se poate intalni cazul X <X, <X,, sau X, < X, <X
(fig. 3. 8).
Pentru caracterizarea variabilitatii datelor se utilizeaza o serie de indicatori de

concentrare sau imprastiere. Printre cei mai uzuali se numara: intervalul de
variatie, deviatia standard, varianta, coeficientul de variatie etc.

f(x) fx)

# Xne Xmo X Ximo Xme M X

Fig. 3.8 Repartitii asimetrice
Intervalul de variatie este diferenta dintre valoarea maxima si minima a seriei
13



de date. Deoarece acesta se bazeaza doar pe doua valori apartinatoare seriei
de date, In multe situatii se apeleaza la p-cvantile.

P-cvantila (p €(0,1)) seriei de date este un numar real, g, cu proprietatea ca
100p% valori ale seriei sunt mai mici sau egale decét gy, iar (1 — p)100% valori
sunt mai mari sau egale decat gp,. Numarul q, poate sa apartina seriei sau nu.

Pentru determinarea p-cvantilei unei serii de date se procedeaza in felul
urmator [14]:

0 se ordoneaza crescator setul de date X: x1’, x2', ... Xn;
O se calculeaza partea intreaga a numarului n*p + 0.5, care se noteaza i;
O p-cvantila este:

a(p)=x +(Xi+1’ —Xi_llj{np+0-5}, (3.21)

unde {np + 0.5} este partea fractionara a numarului np + 0.5.

In cazul cand p = 0.5, qos este chiar mediana seriei de date, deoarece i =
[n-0.5+0.5] = [ (n+1)/2 ], care pentru n egal cu un numar impar este (n+1)/2,
deci 0.5-cvantila este elementul sirului ordonat X(n+1)2, iar in cazul cand n este

deci se obtin chiar expresiile

n+l |’

. . . 1
un numar par, 0.5-cvantila devine —| X, + X
2\ ; 5
medianei.

In cazul unor seturi de date de volum mai mare se utilizeaza procentilele.
Procentila 100p, p € (0,1), este valoarea reala x, cu proprietatea ca cel mult
100p% din valoriile seriei de date sunt mai mici decat x si cel mult 100(1 — p)%
sunt mai mari. Daca p(n+1) este o valoare intreaga, procentila 100p este
valoarea de rang p(n+1) din seria ordonata, iar in cazul cand p(n+1) nu este
numar intreg, procentila seriei este valoarea reald obtinuta prin interpolare din
valoriile pozitiilor adiacente [14].

In Matlab, exista functia prctile (x,p) ce calculeaza procentila serie de date
X, iar p € (0,1). Pentru seria de date prezentata in tabelul 2.1, procentila 0.3
este 10.8126, iar procentila 0.5, adica mediana, este 10.8210.

Printre cei mai uzuali indicatori de concentrare sau imprastiere a valorilor seriei
de date in jurul mediei se numara dispersia sau varianta unei serii de date.
Avand o serie de date x: X1, X2, ... Xn CU media X, dispersia este:
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Sz(x)zni_1 > (x, —X). (3.22)

Pentru o serie statistica:

X, X, ... X k
Y:[ Lo nkJ >n =N (3.23)
cee Kk j=1

n; indica de cate ori apare x in seria de date, X este media seriei, dispersia
este:

1Zk:(x ~xfn,. (3.24)

j=1

In Matlab, varianta unei serii de date se poate calcula cu functiile var (x), ce
calculeaza dispersia seriei de date cu formula (3.22), respectiv var (x,1) ce
aplica formula:

S?(x) =13 (x, — %) . (3.25)

N3

Avand o serie de date cu dispersia S%(x), valoarea S =+/S?(x) se numeste

abatere standard sau abatere medie patratica a seriei x. In Matlab, abaterea
standard se calculeaza cu funciiile std (x), respectiv std (x,1).

Un indicator al concentrarii relative este coeficientul de variatie. Avand o serie
de date x, cu media X si abaterea standard S, acesta are expresia:

CV (x) = 1055 (3.26)

Cu céat coeficientul de variatie este mai apropiat de 0, seria este mai omogena
si media X mai reprezentativa. Daca valoarea coeficientului de variatie tinde
spre 100, imprastierea seriei este mare si media este mai putin reprezentativa.

Ultimii indicatori mentionati sunt coeficientul de asimetrie (y1) si coeficientul de
exces (y2):
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unde ms si my sunt momentele centrate de ordinul 3, respectiv 4. Momentul
centrat de ordinul k se calculeaza cu formula:

m, :%Zn:(xi —x). (3.28)

Asimetria si excesul ajuta la identificarea formei de repartitie a datelor
experimentale. Etalonul la aceasta comparatie este repartitia normala, pentru
care y1 = 0 si y2 = 3. Excesul mai poartd denumirea de “kurtosis”. In functie de
valoarea coeficientului de exces (pozitiv, negativ sau nul) se pot trage concluzii
asupra alurii curbei densitatjii de repartitie (Fig. 3.9).

;/2>0

f(x)

Fig. 3.9 Variatia formei de repartitie fata de coeficientul de exces

Daca y. = 0, repartitfia se numeste mezokurtica, avand o forma apropiata de
repartitia normala. Daca y, > 0, repartifia este leptokurtica, fiind mai ascutjta
decat cea normald, iar daca y. < 0O, repartitia este platokurtica, fiind mai
aplatizata.

Coeficientul de asimetrie caracterizeaza simetria repartifiei. Repartitiile
simetrice au y1 = 0. In cazul y; > 0, repartitia este pozitiv asimetrica, iar in cazul
11 < 0, repartifia este negativ asimetrica.

Tn Matlab, momentul centrat de ordinul k al seriei de date stocate in vectorul x
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se calculeaza cu functia moment (x, k), coeficientul de asimetrie se determina
cu funclia skewness (x), iar coeficientul de exces cu kurtosis (x).

3.2.3. METODE DE AFISARE SAU REPREZENTARE GRAFICA IN ANALIZA
PRIMARA A DATELOR

O metoda de afisare si analizad primara a datelor este diagrama tulpina —
frunze (stem and leaf). Ea se preteaza la serii mici de date ce au acelasi ordin
de marime. A fost introdusa de Tukey in 1977 ca o metoda de afisare a datelor
intr-o listd structurata. in cazul unui set de date ce contine valori cu minim
doua cifre se poate construi o astfelde diagrama. Se separa fiecare valoare a
sirului de date in doua parti : tulpina si frunza. Tulpina reprezinta prima cifra a
datelor, iar frunza cea de-a doua, respectiv ultima. Tn cazul valorii 34, 3 este
tulpina, iar 4 este frunza; in cazul valorii 126, tulpina este 12, iar frunza este 6.

Fie seria de date x: 54, 25, 43, 3, 28, 39, 78, 32, 54, 93, 27, 33, 22, 78, 75, 83,
62, 76, 77, 67, 77, 80, 4, 26, 18, 10, 34, 30, 36, 43, 78, 41, 24, 91, 90, 63, 87,
55, 60, 49, 37, 39, 51, 66, 10, 76, 34, 47, 51, 34.

Se constata ca fiecare valoare este de ordinul zecilor sau al unitatilor. Tn acest
caz, tulpina este cifra zecilor, iar cifra unitatilor reprezinta frunza. Se ordoneaza
crescator seria. Diagrama tulpind — frunze este constituita din trei coloane. Pe
coloana a doua se trec in ordine crescatoare tulpinile, iar in ultima se
inregistreaza in ordine crescatoare toate frunzele apartinatoare tulpinei
respective (in acest caz cifrele unitatilor). In prima coloana se indica
frecventele cumulate de la prima clasa pana la clasa medianei, respectiv de la
ultima clasa pana la clasa medianei. Frecventa clasei medianei se introduce in
paranteza. Diagrama setului de date se prezinta in fig. 3. 10.

Frecvente Tulpina Frunze
cumulate
2 0 34
6 1 0058
12 2 245678
22 3 0234446799
(5) 4 13379
23 5 1445
19 6 02367
14 7 56677888
6 8 037
3 9 013

Fig. 3.10 Diagrama tulpina — frunze
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Acest tip de afisare se aseamana cu histograma, dar pe langa distributia
datelor sunt indicate si valorile respectivei serii. De asemenea, in urma unei
astfel de afisari se poate decide modul de divizare a setului de date in clase, in
sensul stabilirii marimii si numarului acestora.

O metoda de reprezentare grafica este box-plot-ul. El se construieste pe baza
a 5 valori asociate seriei de date: minimul, cvantila inferioara q(0.25), mediana,
cvantila superioara q(0.75) si maximul. Aceste valori pot fi reprezentate pe o
axa verticala sau orizontala. Ambele sunt ilustrate in fig. 3.11.

Se deseneaza un dreptunghi avand o latura egala cu diferenta dintre cvantila
superioara si cea inferioara. In acest dreptunghi se mai traseaza o dreapta
paralela cu latura mentionata, in dreptul valorii medianei. Lungimea laturii
dreptunghiului, q(0.75) — q(0.25), este cunoscuta sub numele de interval
intercvantilic (IQR). Acest interval se multiplica cu un coeficient, de regula 1.5
si se determina valoarea q(0.25) - 1.5 1QR si q(0.75) + 1.5:IQR. Se traseaza
doua segmente ce unesc mijloacele bazelor dreptunghiului cu aceste valori.
Aceste segmente se numesc mustati (whiskers). datele situate in afara
intervalului [g(0.25) — 1.51QR; g(0.75) + 1.5 1QR] sunt considerate aberante.
Alegerea coeficientului 1.5 nu este standardizata, ea poate fi impusa de
utilizator in functie de natura datelor si a experientei precedente din analiza
datelor de un anumit tip.
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Fig. 3.11 Box-plot

In Matlab, un box-plot se poate trasa cu comanda boxplot(x,cod-
box,simbol,vertic,whisker), unde X este setul de date, ce poate fi un
vector sau 0 matrice. In cazul cand x este o matrice se va trasa cate un box-
plot pentru fiecare coloana. cod-box este o variabila ce pote lua valoarea 0
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sau 1, daca este 0 se va desena un dreptunghi, daca este 1 se va desena un
dreptunghi din care se decupeaza un V. simbol este caracterul cu care se
marcheaza valoriile din exteriorul intervalului [q(0.25) — 1.5 1QR; q(0.75) +
1.5/ 1QR] si este implicit ‘+’. vertic este o variabila ce poate lua valoarea 0
(trasarea se face pe orizontald) sau 1 (trasarea se face pe verticald). whisker
defineste intervalul, este valoarea cu care se inmulieste IQR si este implicit
1.5. Daca whisker = 0 se vor marca toate valoriile aflate in afara intervalului

[a(0.25), q(0.75)].

In Matlab, intervalul intercvantilic al unei serii de date se poate calcula cu
functia iqr (x).

Acest tip de reprezentare permite indicarea prezumtivelor valori aberante dintr-
0 serie de date.

3.3. TIPURI DE REPARTITII

Determinarea probabilitatilor asociate unor evenimente aleatoare poate fi mult
simplificata daca se construieste un model matematic ce descrie cu acuratete
situatiile asociate cu anumite evenimente de interes. Un astfel de model utilizat
la determinarea probabilitatilor de producere a unor evenimente este o
distributie de probabilitate.

Unui experiment aleator in care se determina (prin masurare sau observare)
anumite caracteristici ale unei populatii, ce pot fi cuantificate numeric, i se
asociaza una sau mai multe variabile, numite variabile aleatoare. O variabila
aleatoare ce poate lua valori intr-o multime numarabila se numeste variabila
discreta, iar in situatia cand poate lua orice valoare intr-un interval real se
numeste variabila aleatoare continua.

Comportarea variabilei aleatoare este descrisa din punct de vedere matematic
de distribufia de probabilitate asociata. Distributia de probabilitate a unei
variabile aleatoare discrete se exprima sub forma unei matrice:

X X ... X
X{ N } (3.29)
P Py - Py
pe prima linie fiind inregistrate valorile variabilelor, iar pe a doua probabilitatile
de realizare, cu conditiile: p, € [0,1], > p=1.
i=1

Pornind de la evenimente elementare (X = x;) ale unui experiment se pot
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determina probabilitati ale evenimentelor de tipul:
(X <a)(X >a)(a< X <b)(a< X <b) etc. Aceste probabilitati se obtin prin

insumarea probabilitatilor evenimentelor elementare corespunzatoare,
deoarece acestea se exclud reciproc.

Exemplu: Fie x variabila aleatoare ce indica numarul de restante inregistrate la
sfarsitul unui semestru de studentii unui an de studiu:

|0 1 2 3 4 5 6 7
1005 03 025 015 0.1 0.05 005 0.05]|

a) Sa se determine probabilitatea ca un student sa aiba maximum 3 restante.

b) Daca un student are minim 3 restante, care este probabilitatea ca el sa
aiba 4 restante.

Evenimentul a carui probabilitate se cere in cazul a) este:
(X <3)=(X =0)U(X =D)U(X =2)U(X =3).
Deci:
P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)=0.05+0.3+0.25+0.15
=0.75.

In cazul b) se noteaza A = (X = 4), evenimentul ca studentul s& aiba 4 restante
si B = (X > 3), evenimentul ca studentul sa aiba minim 3 restante. In problema
se cere probabilitatea evenimentului A conditionata de B:

(o) 400

P(B) = P(X=3) + P(X=4) + P(X=5) + P(X=6) + P(X=7) = 0.15 + 0.1 + 0.05 +
0.05+0.05=0.4

P(ANB)=P(A)=0.1
P(A|B)=0.1/0.4=0.25

In cazul variabilelor aleatoare discrete functia de repartitie definitd prin F(X) =
P(X £ x) — probabilitatea ca variabila aleatoare X sa ia valori mai mici sau
egale cu x - este de forma:
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0 X <x
P X <X <X,
F(X): P+ P, X, <X <Xy, (3.30)
DL+ P+t Py Xy <X <X,
1 X =X,

Dupa cum se extrag informatii dintr-o serie de date prin asocierea unor
indicatori numerici, Th acelasi mod se definesc caracteristici pentru variabile
aleatoare.

Valoarea medie a unei variabile aleatoare discreta, X, de valori xi si
probabilitatile pi = P(X=xi), i=1, n este numarul notat M(X):

M(X)=Yxp, (3.31)
i=1

Fie o variabila aleatoare discreta X, ce are media m. Dispersia sau varianta
variabilei este:

o?(X)=M((X -m}), (3.32)

iar abaterea standard /c%(X ) si se noteaza o(X).

Calcularea acestor indicatori este exemplificata in exemplul urmator [14]. Fie
distributia varstei populatiei Roméaniei in 1990 si 2000. Se raporteaza varsta pe
categorii, In intervale, reprezentate de mijloacele acestora. Pentru fiecare
interval se indica procentul populatiei ce are varsta in acel interval:

Interval Mijloc interval 1990 2000
sub 5 ani 3 7.6 6.4
5-13 9 12.8 11.6
14-17 16 5.3 5.2
18-24 21 12.8 9.0
25-34 30 17.3 12.5
35-44 40 15.1 12.2
45-64 55 18.6 22.5
65-84 75 9.3 16.0
>85 92 1.2 4.6

Interpretand procentele ca probabilitati, distributia varstei in 1990 este:
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|3 9 16 21 30 40 55 75 92
~10.076 0.128 0.053 0.108 0.173 0.151 0.186 0.093 0.012]

Varsta medie a populatiei Romaniei in 1990 era:
M(X)=3(0.076)+9(0.128)+...+92(0.012)=34.455, iar abaterea standard:

o(X)=+/(3-34.455) +...+(92—34.455) =21.87.

Considerand distributia de probabilitate a varstei populatiei in 2000, se obtine
media M(Y) = 41.2 si abaterea standard o(Y) = 25.4. Comparand valorile
corespunzatoare se observa ca media vastei creste, dar si variabilitatea creste.

3.3.1. DISTRIBUTIA BINOMIALA

Distributia binomiala caracterizeaza variabile discrete, ce se asociaza unui
proces Bernoulli. Procesul Bernoulli consta din n incercari ale unui experiment,
ce are rezultate ce se exclud reciproc (mutual exclusive): succes sau esec.
Incercérile sunt independente, adica rezultatul uneia nu influenteaza rezultatul
celeilalte, iar pentru fiecare incercare probabilitatea succesului este aceeasi, p.

Tntr-un experiment Bernoulli prezinta interes numarul de succese si esecuri din
n incercari. Daca se noteaza X variabila aleatoare discreta ce reprezinta
numarul de reusite din n incercari, atunci X va putea lua valorile discrete 0, 1,
... . Probabilitatile asociate fiecarei valori i vor avea o distributie de frecvente
de tip binomial.

Probabilitatea de a Tnregistra k succese din n incercari, cu probabilitatea de
succes la o incercare p si de esec 1 — p este [5,14]:

P(X =k)=Ckp“(1-p)'™, (3.33)

unde C* = , reprezinta combinari de n luate céate k.

n!
k!(n—k)
Exemple de experimente ce pot fi modelate cu o repartitie binomiala:

0 Un medicament are probabilitatea de 90% de a vindeca o anumita
maladie. Medicamentul se administreaza la 100 de pacientj, iar in final
acestia sunt vindecati sau nu. Daca X este numarul de pacienti
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vindecati, X este o variabila aleatoare binomiala cu parametrii (100;
0.9); adica n =100, p=0.9.

o Institutul National de Statistica estimeaza ca exista sansa ca 20% din
adulti sa fie simpatizanti al unui anumit partid. 50 de adulii sunt selectafi
aleator. Daca X reprezinta numarul adultilor simpatizanti ai respectivului
partid, X va fi o variabila aleatoare binomiala cu parametrii (50; 0.20).

0 Un producator de placi de calculator are in medie 5% produse defecte.
Pentru a monitoriza procesul de productie se extrage un esantion de 75
de elemente. Daca acest esantion prezinta mai mult de 5 unitati de
produs defecte, procesul de productie se opreste. Numarul de produse
defecte se poate modela cu o variabila aleatoare binomiala cu
parametrii (75; 0.05)

Aplicatie: 10 muncitori lucreaza la un atelier si 6 din ei au categoria a 5-a. Care
este probabilitatea ca ntr-un grup format din 3 muncitori sa fie toti de categoria
a 5-a.

6 3 4 10-3

P(X=3)=C}| —||—=| =120-0.126-0.00164 = 0.425
10) \10

Exista o probabilitate de 42.5% ca toti cei trei muncitori sa fie de categoria a

cincea.

In numeroase situatii practice, trebuie calculatd probabilitatea de succes care
sa fie mai mare cel mult egala cu o valoare data, respectiv mai mica sau egala
decat o valoare datd: P(x > k), P(x < k). In astfel de situatii se insumeaz&
probabilitatile corespunzatoare.

Pentru exemplul anterior sa se determine probabilitatea ca nu mai mult de doi
muncitori selectati sa fie de categoria a cincea.

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X = 2):(:100( 6 jo( 4 )10+ch( 6 Jl[ 4 j19+

10) (10 10)\10

2 8
+ cfo(ﬁj (ij = 0.0001+0.0016 +0.0106 = 0.0123.
10 \10

In cazul distributiei binomiale media si varianta sunt:
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M(x)=np, (3.34)

o?(x)=np(L-p).

In Matlab exista functia binocdf (a,n,p) ce returneaza functia de repartitie
F(a) a unei variabile aleatoare binomiale de parametri cunoscuti n si p. Pentru
exemplul anterior se putea calcula probabilitatea ca nu mai mult de doi
muncitori sa fie de categoria a cincea, P(x<2), cu binocdf (2,10,.6), Ce
returneaza valoarea 0.0123.

Functia densitate de probabilitate pentru repartitia binomiala este definita de
binopdf (x,n,p) care returneaza valoarea acestei functii in punctul x.
Rezultatul anterior putea fi obtinut si prin Tnsumarea functiilor densitate de
probabilitate pentru valoriile: 0, 1 si 2;

prob=binocdf(0:2,10,0.6)

returneaza aceeasi valoare 0.0123.

3.3.2. DISTRIBUTIA POISSON

Este o distributie ce caracterizeaza variabile discrete. Ea trateaza problema
evenimentelor aleatoare ce au loc in unitatea de timp sau spatiu. Ea poate
inlocui distributia binomiala in cazul cand numarul de evenimente total este
foarte mare, iar sansa de realizare favorabila foarte mica. Principala utilizare a
distributiei Poisson este la probleme ce trateaza evenimente rare, ce apar intr-
un interval de timp specificat sau intr-o regiune din spatiu. Ex.: numarul de
clienti dintr-un magazin/ora, numarul de masini ce intra intr-o parcare/zi,
numarul de scurgeri de-a lungul unei conducte de petrol, numarul de
defecte/unitatea de suprafata la o tabla etc.

Distributia Poisson este aplicabila in anumite conditii:

» evenimentele aleatoare au loc in unitatea de timp sau spatiu;

» numarul de evenimente favorabile trebuie sa fie teoretic infinit;

» producerea unui eveniment este independentd de producerea
evenimentelor anterioare sau posterioare.

Daca aceste conditii sunt indeplinite, variabila aleatoare ce contorizeaza
numarul de apariti a evenimentului intr-un interval de timp este o variabila
aleatoare de tip Poisson. In cazul cand evenimentele se produc astfel incat in
medie apar A evenimente Tintr-o perioada de timp sau spatiu, atunci
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probabilitatea ca evenimentul sa se produca de k ori este:
e A
k!

Pentru calcularea probabilitatii ca evenimentele sa se produca de cel mult k
ori, se procedeaza la fel ca in cazul distributiei binomiale:

P(X <k)=P(X =0)+P(X =1)+...+P(X =k)

P(X =k)= (3.35)

Daca X este o variabila aleatoare de tip Poisson, cu parametrul A, atunci media
sa este:

M(X)= 4, (3.36)
iar dispersia:

o’ (X)=4. (3.37)
Aplicatii:

1. Intr-un studiu la o spélatorie de masini s-a constatat cd numarul mediu de
masini ce sosesc luni dimineata intre ora 8 si 9 este 5. Care este probabilitatea
ca intr-o anumita zi de luni sa soseasca exact 5 masini? Dar care este
probabilitatea sa vina mai putin de 3 masini?

e°5°

P(X =5)= =0.1755.

In primul caz probabilitatea este 17.55%.

P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=0.0067 +0.0337 +0.0842 = 0.1246

In cel de-al doilea caz, probabilitatea este de 12.46%.

2. La editarea unei carti se utilizeaza corectarea automata oferita de soft-ul de
procesare a textului, in plus la editare se face o noua corectura. Cu toate
acestea un anumit numar de greseli de editare raman. Se considera ca
numarul de erori tipografice per pagina are o repartitie Poisson cu parametrul A
= 0.25. Se doreste calcularea probabilitatii ca pe o pagina sa apara cel putin 2
erori.

P(X>2)=1-PX=0—-P(X=1)=1-e?5— 252> =0.0265
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Functia de repartitie Poisson se poate apela in Matlab cu comanda poisscdf.
Sintaxa este poisscdf (x,lambda) - returneaza probabilitatea ca variabila sa
fie mai mica decat o valoare x. Deci in cazul problemei anterioare, rezultatul
se poate obtine cu:

probabilitate=1-poisscdf(1,0.25)
3. Intr-o intersectie s-a constatat c& apar in medie 2 accidente pe sdptamana

(A = 2). Sa se determine care este probabilitatea ca in urmatoarele 2
saptamani sa aiba loc 3 accidente.

In cazul distributiei Poisson numarul de evenimente ce au loc intr-un interval
depind doar de lungimea intervalului si sunt independente de punctul de
inceput. Numarul de evenimente ce apar in mai multe intervale de timp, k, este
egal cu ki. In aceste conditii se poate determina probabilitatea de aparitie a 3
accidente in 2 saptamani ca fiind:

probabilitate=poisscdf (3,2*2)
3.3.3. DISTRIBUTIA UNIFORMA

Variabilele aleatoare discrete se asociaza unor experimente ce constau in
contorizarea anumitor rezultate. Variabilele continue se asociaza, in general,
unor experimente ce constau din masurare, deci au rezultate numere reale,
valorile variabilei putand fi oricare intr-un interval marginit sau nu. Ex.: cota
unei piese, inaltimea sau greutatea populatiei, rata somajului etc.

Dupa cum s-a aratat in paragraful 3.1, daca se cunoaste functia de repartitie a
variabilei aleatoare continue, X, se poate calcula probabilitatea de aparitie a
oricarui eveniment: X <a,a<X<bh, X>hb,a<X<b etc.

Fie X o variabila aleatoare continua, ce are densitatea de probabilitate f.
valoarea medie se noteaza M(X) si se calculeaza:

M(X)= jxf (x)dx. (3.38)
Dispersia sau varianta unei variabile cu media m este:

o*(X)=M((X =mF)= [(x=m  (x)ox, (3.39)

—00

iar abaterea standard este:
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o(X)=+c?(x). (3.40)

O variabila aleatoare distribuita uniform pe intervalul (a, b) are functia densitate
de probabilitate de forma:

f(X;a,b):ﬁ; a<X<h (3.41)

Parametrii pentru repartitia uniforma sunt capetele intervalului: a si b. Media si
varianta unei variabile repartizata uniform sunt:

M(X) = “T“’ , (3.42)
o2(x) = L (3.43)
Functia de probabilitate a unei variabile distribuita uniform este:
0; X<a
FX)={:—;a<X<b (3.44)
1; X =b.

In Matlab existéd definite functia densitate de probabilitate, f, (unifpdf) si
functia de repartitie, F, (unifcdf) pentru repartitia uniforma.

Functia densitate de probabibilitate PDF Functia de repartitie CDF
02} g
1l A
015+~ 4 08} A
06} g
=3 =
£ 01l 4T
04} g
0.05 - g
0.2} g
0 0
0 5 10 0 5 10
X X

27



Fig. 3.12 Functia densitate de probabilitate si functia de probabilitate pentru o
variabila repartizata uniform in intervalul [0, 10]

Tn fig. 3.12 se prezinta graficul functiei densitate de probabilitate si functiei de
probabilitate pentru o variabila distribuita uniform 1in intervalul [0,10].
Reprezentarea grafica a fost obtinuta cu urmatoarea secventa de program:

x=-1:.1:11;%se divizeaza intervalul [-1,11] cu pasul h=0.1
pdf=unifpdf (x,0,10) ;

cdf=unifecdf (x,0,10) ;

subplot(1,2,1) ,plot(x,pdf) ,title('Functia densitate de
probabibilitate PDF')

xlabel('x') ,ylabel('f(x)') ,axis([-1 11 0 .21])

subplot(1l,2,2) ,plot(x,cdf) ,title('Functia de repartitie CDF')
xlabel ('x') ,ylabel ('F(x) ') ,axis([-1 11 0 1.1])

3.3.4. DISTRIBUTIA NORMALA

Distributia normala este o distributie fundamentala in statistica, fiind adecvata
in modelarea a numeroase fenomene din naturd. De asemenea, ea sta la baza
inferentei statistice. Functia de densitate de probabilitate are expresia:

f(x):ﬁ-exp[—%(%} J (3.45)

unde p este media, iar o abaterea standard. Graficul acestei functii este un
clopot. Cu céat o este mai mic, cu atat repartitia este mai concentrata (clopotul
este mai ascutit). n figura 3.13 se prezintd cateva exemple de funcitii densitate
de probabilitate pentru repartitii normale. Se observa ca pe masura ce o creste
inaltimea functiei scade, dar creste anvergura acesteia.
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0.7 pu=2 B
=05

0 r r r
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6

X

Fig. 3.13 Exemple de functii densitate de probabilitate pentru distributii normale

Localizarea si forma repartitiei depind de parametrii pu si o, in sensul ca p
determina localizarea repartitiei pe axa, iar c forma curbei (fig. 3. 14).

Densitatea de probabilitate este continua, are forma de clopot si tinde
asimptotic spre 0 pentru X — +oo. Notatia X~N(u,0?) se utilizeaza pentru a
indica ca o variabila aleatoare X este distribuita normal cu media y si variania
o2.

05 . . . . . 0.9
045 w=0 4 0.8
0.4r n=-2 7 0.7
0351 p=2 06k
03
051
¥ 0251 )
0.4
02
031
0151
o1k 021
0.05 — 0.1r
0 : 0
6 4 2 0 2 4 6 -6
X X

Fig. 3.14. Influenta parametrilor asupra repartitiei normale

Pentru orice distributie normala, indiferent de valoarea parametrilor p i o,
proportia de observatii ce apartin unui interval centrat in u este aceeasi (fig.
3.15):
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O 68.26% din valorile lui X € [u - o; u + cJ;

O 95.44% din valorile lui x € [pu - 20; u + 20];

a 99.73% din valorile lui X € [u - 30; u + 3c].
Orice variabila aleatoare normala poate fi transformata in variabila aleatoare
normala normata prin schimbarea de variabila: z = (x - p)/o, deci variabila
aleatoare z are o distributie normald cu media egald cu O si dispersia 1. In
acest mod se poate calcula aria inchisa sub curba pentru diferite valori ale lui
X, arie ce este egala cu probabilitatea ca variabila sa apartina intervalului
respectiv (delimitat de limitele de integrare). Aceste valori sunt incluse in tabele
statistice (Anexa 1). De remarcat ca in tabel sunt inregistrate doar ariile pentru
valori pozitive. Tn cazul cand se calculeazad probabilitatea ca z € [-a, a],
valoarea rezultata din tabel trebuie multiplicata cu 2.

Functia de repartitie a unei variabile repartizate normal se defineste cu relatia:

d(2) = \/%f_zw exp (— yz_z) dy (3.46)

Functia de probabilitate se poate calcula utilizadnd functia eroare, notata cu erf.

u-oc p+c
u-3c | u—20 cca 68% U+26 | p+3c

cca 95%

cca 99.7%

Fig. 3.14. Repartitia normala
in Matlab sunt definite functiile:

- normpdf ce returneaza valoriile functiei densitate de probabilitate cu

sintaxa:
y = normpdf (x,miu,sigma)

unde miu este valoarea mediei, iar sigma este deviatia standard; implicit miu
este 0, iar sigma 1;
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- normcdf, ce returneaza valoarea functiei de repartifie. Sintaxa este
p=normpdf (x,miu,sigma)

- normspec este o funciie ce permite calcularea probabilitatii ca o
variabila repartizatd normal cu media p si deviatia standard ¢ sa aiba
valori intre anumite limite. Functia reprezinta grafic densitatea de
probabilitate restrictionata la intervalul definit de cele doua limite.
Limitele se indic& sub forma unui vector. In cazul cand nu exista limita

inferioara, primul element al vectorului se introduce -°°, iar in cazul

inexistentei limitei superioare, al doilea element al vectorului va fi .
Acest lucru se realizeaza in Matlab cu —Inf, respectiv Inf. Un exemplu
se prezinta in continuare. Valorile implicite pentru p si o sunt 0 si 1.

- norminv este o functie ce returneaza inversa functiei de repartitie in
punctul P. Sintaxa esteé norminv (P,miu, sigma), unde valorile implicite
sunt 0 (pentru miu) si 1 (pentru sigma).

Pentru cazul unei variabile distribuita normal, avand media 4 si deviatia
standard egala cu 1.5, probabilitatea ca variabila sa apartina intervalului [2, 7]
se poate calcula in felul urmator:

% se seteaza limitele intervalului in vectorul limite
limite=[2,7];

miu=4;sigma=1.5;

prob=normspec (limite,miu,sigma)

0.35-- Probability Between Limits is 0.88604 Probability Less than Upper Bound is 0.40129
. 20
03k 1.8f
16
0.25
141
2 02f - 12
=) Z
5 g 1r
© 015t =
0.8
0.1r 0.6
0.4
0.05
0.2
0 7 > ; o : ;
-2 0 2 4 6 8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18
Critical Value Critical Value

Fig. 3.15 Exemple pentru functia normspec

Intr-o firma producatoare de alimente, produsele sunt ambalate in cutii de 1 kg.
In realitate masa cutiilor este normal distribuita, cu medie 1.05 kg si abatere
standard de 0.2. Sa se determine probabilitatea sa existe cutii sub greutatea
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specificata.

In acest caz trebuie determinaté probabilitatea ca variabila masa s& ia valori in
intervalul (-, 10).

limite=(-Inf, 1);
miu=1.05;sigma=.2;
prob=normspec (limite,miu,sigma) ;

3.3.5. DISTRIBUTIA T

O alta distributie cu numeroase aplicatii in statistica este distributia t sau
Student. In cazul unei populatii distribuita normal, daca se extrag esantioane si
se calculeaza media acestora, variabila t calculata cu relatia:

= XK (3.48)

~s/Jn’

are repartitia t.

Distributia t este simetrica, are media 0 si o varianta mai mare decét 1 [5]. De
fapt, varianta distributiei creste pe masura ce n, volumul esantionului scade.
Distributia admite ca parametru numarul gradelor de libertate, v = n — 1. Pe
masura ce numarul gradelor de libertate creste. distributia se apropie de cea
normala.

La fel ca in cazul repartitiei normale standard, exista tabele pentru distributia t
ce permit extragerea valorilor t, corespunzatoare unei anumite probabilitati .
Fiecare rand al tabelului corespunde unui anumit numar de grade de libertate.
Probabilitatile sunt calculate pentru o singura ramura a distributiei, P(t > t,). t.
este a-cvantila repartitiei Student, adica numarul cu proprietatea ca P(t < t,) =
.

Daca se compara din tabele, distributia normala standard si distributia t, se
constata ca pentru valori ale mai mari ale lui n cele doua distributii sunt
aproape identice. Pe baza acestui considerent, in cazurile practice, cand n >
30 se inlocuieste distributia t cu cea normala standard, iar distributia t se
utilizeaza mai ales in cazurile cand n < 30. Mai trebuie mentionat faptul ca
distributia t necesita ca populatia din care s-a extras esantionul sa nu difere
mult de repartitia normald. In cazul esantioanelor mici extrase din populatii
asimetrice, nici distributia z si nici t nu pot fi utilizate.
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Numar grade de libertate: 2
0.4 T 3

Numar grade de libertate: 5
T T

0.351~

0.3

0.25~

0.05~

0.351

0.3

0.251

0.2

0.151

0.1

0.051

0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 3.16 Apropierea dintre repartitia t si repartitia normala pe masura ce
numarul gradelor de libertate creste

In concluzie se poate afirma c& distributia t se utilizeazd in urmatoarele
conditji:

» deviatia standard a esantionului, S, este utilizata pentru estimarea lui c;
» volumul esantionului este mic, n < 30;
» populatia este distribuita aproximativ normal.

In Matlab sunt definite functiile tpdf, respectiv tcdf pentru determinarea
densitatii de probabilitate si a probabilitatii unei variabile repartizatda conform
repartitiei t. Sintaxa este: y=tpdf (x,v), respectiv p=tcdf (x,v), unde v este
numarul gradelor de libertate. Este definita si functia tinv(P,v), inversa functiei
de repartitie, ce returneaza cvantila repartitiei t cu v grade de libertate in
punctul P.
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3.3.6. DISTRIBUTIA EXPONENTIALA

O variabila aleatoare ce are densitatea de probabilitate:
f; ) =2, x>0; 1> 0. (3.49)

Se numeste variabila aleatoare exponential distribuitd de parametru A. O
variabila aleatoare exponential distribuitd modeleaza durata de viata a unui
produs sau dispozitiv sau lingimea intervalelor de timp intre producerea a doua
evenimente consecutive contorizate de o variabila aleatoare Poisson. EXx.:
intervalelor de timp intre sosirea a doi clienti la o banca, timpul dintre apelurile
telefonice, timpul pana la caderea unei piese etc.

Media si varianta unei populatii repartizata exponential sunt:
M(x) = % (3.50)
1
g?(x) = - (3.51)

Functia de probabilitate este de forma:

0; x <0
1—e™™ x>0

Fx) ={ (3.52)
Repartitia exponentiala prezinta o proprietate interesanta si anume intervalul
de timp scurs pana la aparitia unui eveniment nu depinde de timpul anterior

[10]. Acest lucru se poate scrie:
PX>s+t|X>s)=PX>1t) (3.53)

Cu alte cuvinte, acest lucru inseamna ca probabilitatea ca o piesa sau
dispozitiv sa fie in stare de functionare dupa de s + t unita{i de timp, daca ea a
functionat bine deja de timpul s, este egala cu probabilitatea ca piesa sa
functioneze timpul t.

Cand aceasta distributie se utilizeaza la reprezentarea intervalelor de timp
intre evenimente, parametrul A reprezintd numarul mediu de evenimente
produs Tn unitatea de timp, adica frecventa acestora.

Exemplu: Intervalul de timp intre sosirea masinilor intr-o intersectie este n
medie de 12 secunde. Se cere probabilitatea ca intervalul de timp sa fie cel
mult egal cu 10 secunde. in acest caz numarul mediu al masinilor este egal cu
1/12, iar probabilitatea ceruta este egala cu:
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P(x <10) =1— e~ (1/12)10 = 0 5654

2 T 3 3 3 3

1.8 A

1.6 b

14t .

121 A

f(x)

1 -

0.8F .
06 M .

0.4 =03 A

0.2 d

0 r r r r
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Fig. 3.17 Repartitia exponentiala pentru diferite valori ale parametrului A

In Matlab functia de repartitie pentru distributia exponentialda este
expcdf (x,1/lambda) CU care se poate calcula probabilitatea ca X sa ia valori
mai mici sau egale cu x. Trebuie mentionat faptul ca in Matlab functia de
probabilitate pentru repartitia exponentiala se defineste cu relatia:

flop) = %97; x<0; u>0. (3.54)

In acest context rezultatul aplicatiei anterioare se poate obtine prin simpla
apelare a functiei expedf (10,12), ce va returna 0.5654. De asemenea este
definita functia exppd£ (x, 1/lambda),ce implementeaza calculul densitatii de
probabilitate, respectiv expinv (P,1/lambda) inversa functiei de repartitie.

3.3.7. DISTRIBUTIA GAMMA
Functia densitate de probabilitate a repartitiei gamma are expresia:

Ae—lx(/lx)t—l )
T,x > 0,

fAt) = (3.55)

unde t este parametru de forma, iar A este parametru de localizare. Funciia
gamma este definita de:
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L) = J; eyt dy, (3.56)
relatie care in cazul valorilor intregi ale parametrului t devine:
I'(t) = (t—1)! (3.57)

De remarcat ca pentru t = 1 distribufia gamma devine exponentiala. Pentru
valori pozitive ale lui t, repartiia gamma se poate utilize la modelarea
intervalului de timp scurs pana la producerea a t evenimente, daca numarul
evenimentelor rare are distributie Poisson.

Media si varianta distributiei gamma sunt date de relatiile:
M(x) =7 (3.58)
o2 (x) = /liZ (3.59)

Functia de repartitie a acestei distributii are expresia [10]:
0; x<0

fo'lxyt‘le‘ydy; x>0

F(oAt) = { (3.60)

L
r(t)

Relatia (3.60) se poate evalua in Matlab cu funcfia gammacdf (lambda*x, t).

1 . . . . .
ARES! |
0.8l .
0.7- 1
0.61- 2=t=2 i
0.5- i
04 A=t=3 |
0.3 .
0.2k 1

0.1 -

0 r r r r r

0 0.5 1 15 2 2.5 3

Fig. 3.18 Exemple de functii densitate de probabilitate gamma
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Alura densitatii de probabilitate gamma pentru diverse valori ale parametrilor
se poate observa in fig. 3.18.

Graficul prezentat in figura se obtine cu secventa de program:
x=0:.1:3;

yl=gampdf (x,1,1) ;

y2=gampdf (x,2,1/2);

y3=gampdf (x,3,1/3);

plot(x,yl,x,y2,x,y3)

La fel ca in cazurile anterioare, in Matlab exista definite functiile gampdf,
respectiv gamcdf, ce pot fi utilizate pentru calcularea densitatii de probabilitate
si functiei de repartitie a distributiei gamma.

3.3.8. DISTRIBUTIA 2

Distributia %2 este un caz particular al distributiei gamma, avand A = 0.5 sit =
vl2, cu v o valoare intreaga pozitiva, ce reprezintd numarul gradelor de
libertate. Repartitia ¢ are aplicatji in testele de concordanta, cu ajutorul carora
se verifica ipoteza modelarii esantionului cu o anumita repartitie.

Functia densitate de probabilitate pentru o variabila aleatoare distribuita
conform repartitiei 2, cu v grade de libertate este;

1 [1\V/2 4 X
flx,v) = 07D (E) xV/27 17z, x> 0. (3.61)

Media si varianta distributiei se pot obtine pe baza repartitiei gamma, avand
valorile:

M(x)=v (3.62)
a?(x) = 2v. (3.63)
3.4 INFERENTA STATISTICA

Investigarile statistice constau in studiul unor caracteristici ale unei populatii. In
acest scop, din populatie (ce poate fi finita sau infinita) se extrag esantioane de
volum finit. Tn urma investigarii esantionului se obtin informatii ce se
extrapoleaza la intreaga populatie.

Inferenta statistica dezvolta metode de investigare a unei populatii prin sondaj,
adica metode si tehnici de analiza a datelor obtinute prin esantioane. Avand in
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vedere ca populatia este caracterizata de cativa indicatori de interes, statistica
formuleaza inferente, adica predictii, asupra parametrilor populatiei cu diferite
nivele de incredere.

In practica inferenta statistica se ocupa cu doud mari categorii de probleme:

» estimarea valorilor parametrilor unei populatii (media, dispersia);

» testarea ipotezelor referitoare la parametrii populatiei.
Spre deosebire de statistica descriptiva, n inferenta statistica se asociaza un
model probabilist caracteristicii investigate, in sensul ca valorile numerice
asociate caracteristicii investigate au o anumita distributie de probabilitate, ce
este definita de o densitate de probabilitate, f. Aceasta densitate de

probabilitate depinde de un parametru necunoscut, & € R", in cazurile cele
mai frecvente n fiind 1 sau 2.

Pe baza tehnicilor dezvoltate de inferenta statistica se estimeaza parametrul 6
prin:

» o valoare punctual3;

» un interval de valori ce va contine valoarea estimata cu o probabilitate
prescrisa;

» 0 modalitate de testare a ipotezelor 8<6,,0=>6,; unde 6, este o

valoare data.

3.4.1. ESANTIONAREA

Dintr-o populatie de volum N se pot extrage esantioane de volum n, n<N.
Numarul de astfel de esantioane este mare si valoarea unei anumite statistici,
de ex. media, calculata pentru fiecare esantion va diferi de la un esantion la
altul. Frecventa de distributie a tuturor acestor esantioane da informatji primare
despre distributia unui esantion.

Conceptul de esantionare al unei populatii poate fi ilustrat prin urmatorul
exemplu. Fie o populatie in care variabila poate lua orice valoare intreaga intre
0 si 4 (incidenta aparitiei a 4 defecte la un produs). Fie populatia formata din 5
obiecte, fiecare avand 0, 1, 2, 3 sau 4 defecte. Se extrag esantioane formate
din doua exemplare. Esantionarea se poate face cu sau fara returnare. La
esantionarea cu returnare, dupa extragerea unui element, acesta se introduce
din nou n cadrul populatiei, putand fi ulterior extras.

in tabelul 2.2 se prezinta toate posibilitatile de esantioane ce apar. Pentru
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cazul esantiondrii cu inlocuire se obtine: g, =2.0, o. =10, iar in cazul

esantiondrii fara nlocuire: g, =2.0, o =0.75. Deoarece s-au luat in

considerare toate esantioanele posibile se poate utiliza notatia cu indicatorii
populatiei (u si ) si nu ai esantionului (X si S).

Se remarca faptul ca cele doua medii sunt egale (1, = 2.0), dar varianta difera
(o2 =1.0, respective? = 0.75).

Tabelul 2.2. Esantionarea si prelucrarea datelor in cazul unei populatii formate
din 5 elemente

Esantionarea cu returnare Esantionarea fara returnare

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0

0,1 | 1,1 2.1 3,1 4,1 8'% 12 | 5,

0,2 1,2 2,2 3,2 4,2 0’3 1,3 2’4 3,4
0,3 1,3 2,3 3,3 4,3 0’4 1,4 '

0,4 1,4 2,4 3,4 4,4 '

Mediile fiecarui esantion

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.5 1.0 15 2.0 25 (1)8 15 25

1.0 15 2.0 25 3.0 1'5 2.0 3'0 35

15 2.0 25 3.0 3.5 2:0 25 ’

2.0 25 3.0 35 4.0

Distributia mediilor
e Nr. esantioane f Probablilltatea de < Nr. esantioane P;Zbgsgtﬁza
aparitie f/>f f f3f

0.0 1 1/25 0.5 1 1/10
0.5 2 2/25 1.0 1 1/10
1.0 3 3/25 15 2 2/10
15 4 4/25 2.0 2 2/10
2.0 5 5/25 25 2 2/10
25 4 4/25 3.0 1 1/10
3.0 3 3/25 3.5 1 1/10
35 2 2/25

4.0 1 1/25
Total 25 10

Urmatorul pas este gasirea relatiilor dintre indicatorii esantionului si cei ai
populatiei. In exemplul prezentat, media populatiei este:

1=(0+1+2+3+4)/5=20,
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valoare ce este egala cu media determinata in cele doua cazuri de
esantionare.

in tabelul 2.3 se prezinta rezultatele obtinute in cazul extragerii de esantioane
de 3, respectiv 4 elemente.

Pentru esantioanele de volum n = 3 se obtine £, =2.0, o =0.66, iar pentru

cele cu n =4, 4, =20, o2=05. Se remarca faptul cd media in toate

situatiile este egala cu media populatiei. De asemenea, se observa ca mediile
esantioanelor se distribuie simetric in jurul valorii medii ideale, p, $i pe masura
ce volumul esantionului creste frecventa de aparitie a valoriilor apropiate de
media ideald creste. In cazul dispersiei si abaterii standard apar diferente intre
parametrii populatiei si cei ai esantioanelor. Pe masura ce volumul esantionului
creste, dispersia si abaterea standard a mediei scade. Datorita variatiei mediei
esantioanelor in jurul mediei populatiei datorita esantionarii, o eroare de
esantionare apare ori de cate ori 0 media unui singur esantion, X este utilizata
pentru estimarea mediei populatiei, u. Din acest motiv termenul de eroare
standard se foloseste uneori in locul abaterii standard, cand se refera la
distributia mediei ( o, ).

Tabelul 2.3. Distributia mediilor la esantionarea cu inlocuire

Volumul esantionuluin = 3 Volumul esantionului n = 4
X Nr. Probabilitate X Nr. Probabilitate
esantioane f de aparitie esantioane f de aparitie

0.00 1 0.008 0.00 1 0.0016
0.33 3 0.024 0.25 4 0.0064
0.67 6 0.048 0.50 10 0.0160
1.00 10 0.080 0.75 20 0.0320
1.33 15 0.120 1.00 35 0.0560
1.67 18 0.144 1.25 52 0.0832
2.00 19 0.152 1.50 68 0.1088
2.33 18 0.144 1.75 80 0.1280
2.67 15 0.120 2.00 85 0.1360
3.00 10 0.080 2.25 80 0.1280
3.33 6 0.048 2.50 68 0.1088
3.67 3 0.024 2.75 52 0.0832
4.00 1 0.008 3.00 35 0.0560

3.25 20 0.0320

3.50 10 0.0160

3.75 4 0.064

4.00 1 0.0016
Total 125 1.00 Total 625 1.0000
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In cazul dispersiei, se observa ca pe masurad ce volumul esantionului creste
varianta scade. Varianta populatiei este:

? MzZ.OO
N

O =

2
. o . o

La esantionarea cu returnare, relatia dintre o-f si o2 este: 05 =—.
n

La esantionarea cu returnare, practic populatia are un volum infinit, deoarece
dupa fiecare extragere, elementele se introduc din nou, volumul populatiei
ramanand acelasi. La esantionarea fara returnare, volumul populatiei scade pe
masura ce se extrag elemente si, ca uramare, dispersia distributiei scade. Din
acest motiv aceasta varianta de extragere a esantioanelor este mult mai
eficienta in colectarea informatiei. Factorul de scadere a dispersiei depinde de
marimea populatiei si de volumul esantionului, factorul de corectie datorat

numarului finit al populatiei fiind (N — n)/(N — 1). In acest caz, relatia dintre o-§
si 62 este:

2
c°(N—-n
ol =— . (3.64)
n\N-1
O_2
In concluzie, se poate afirma ca in cazul esantionarii cu returnare 0'5 =—,iar
n

niN-1
In cazul cand volumul populatiei este foarte mare si volumul esantionului este
mic, valoarea factorului de corectie poate fi ignorata. De obicei, in situatia cand
n < 0.05N, factorul de corectie poate fi ignorat si se poate considera [5]:

n . R 2 0-2 N—-n
in cazul egsantionarii fara returnare o = .

o . (3.65)
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Fig. 3. 19. Histogramele pentru esantionarea cu 2, 3 si 4 elemente

In fig. 3.19 se prezintd histogramele pentru cele trei serii de date asociate
mediilor ¥ ale esantioanelor cu n = 2, n = 3, respectiv n = 4 elemente. Se
observa ca pe masura ce n creste, histograma aproximeaza din ce in ce mai
bine clopotul se defineste repartitia normala. Aceasta tendinta este adevarata
pentru toate esantioanele, indiferent de distribufia populatiei. S-a demonstrat
ca pe masura ce volumul esantionului creste, distributia tinde spre una
normala, chiar in situatia cand populatia are o altfel de distributie. Aceasta
proprietate este enuntata in teorema limita centrala.

in consecinta, proprietitile repartitiei normale pot fi aplicate pentru
determinarea erorii ce apare datoritd esantionarii. in practica, teorema
limita centrald se poate aplica la esantioane de volum n > 30. in cazul
cand populatia are o distributie normala, media esantionului, indiferent
de volumul sau, va avea o repartitie normala.

3.4.2. ESTIMARI

in cadrul acestui paragraf se trateaza problema estiméarii indicatorilor statistici
ai populatiei pe baza esantionarii si determinarea gradului de incredere a
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acestei estimari. Estimarea mediei se poate face printr-o estimare punctuala
sau cu un interval de incredere.

In cazul estimarii punctuale se considerd abaterea standard o a populatiei
cunoscutd. In estimarea punctuald, se utilizeazd datele dintr-un esantion
pentru a calcula valoarea indicatorului statistic medie, cu alte cuvinte media
experimentala, X, este un estimator punctual pentru p.

Pentru ca estimarea sa fie buna, este necesar sa indeplineasca trei conditji [5]:

> sa fie nedeplasata, o estimare este nedeplasata daca media esantionului
(in acest caz y,) este egala cu parametrul estimat (p);

> este eficienta, adica deviatia standard sa fie cat mai mica posibil;
» este consistenta, conditie ce este indeplinita daca valoarea estimata tinde
spre valoarea adevarata pe masura ce volumul esantionului creste.

Media unui esantion indeplineste aceste conditii, deci poate fi considerata o
estimare punctuala. Trebuie retinut faptul ca o singura estimare a mediei difera
de media populatiei, datorita erorii de esantionare. Din acest motiv, in multe
situatii se prefera estimarea printr-un interval de incredere.

Estimarea intervalului de incredere pentru media u a distributiei normale se
bazeaza pe un esantion de volum n si medie . Intervalul de incrdere, de nivel
de incredere de 95% pentru media p a populatiei este:

u=X+1960, = )‘(il.%%. (3.66)

Se pot utiliza diferite nivele de incredere in estimarea intervalului valorii medii.
In cazul general, nivelul de incredere se noteazd 100(1 - «)%, unde o
reprezinta suma celor doua arii din extremele repartitiei normale (vezi fig.
3.20). Pentru o probabilitate de 95%, o = 0.05. In cazul general, media cu
incertitudinea asociata este:

o o o}
H=XEZ o, =X*tZ ,—F,

- = N
unde 100(1 - o) este nivelul de incredere, iar Z1..» este valoarea variabilei Z ce

exclude la fiecare extremitate a distributiei o arie de /2, adica a/2-cvantila
distributiei normale standard.

(3.67)
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Fig. 3.20. Stabilirea intervalului de incredere
Pentru o probabilitate de 90%, Z.» = 1.65 si pentru P = 99%, Z = 2.58.

In mod uzual, c este o marime necunoscut3, singurele informatii certe sunt
cele legate de esantion. Se poate demonstra, [5, 10], ca S este o estimare
nedeplasatd a abaterii standard. In cazul esantioanelor de volum mare,
estimarea este foarte buna, insa in cazul esantioanelor de volum mic, S poate
fi subestimat. Din acest motiv la esantioanele de volum mic, trebuie largit
intervalul de incredere. Acest lucru se realizeaza prin utilizarea repartitiei t.

Similar cu construirea intervalului de incredere pe baza repartifiei normale

standard u=X%tz_,, -%, in cazul utilizarii distributiei t intervalul este:
n

p=x+tl-a/2,n-1)-S, = X+t(l-a/2,n-1)- (3.68)

S
,\/ﬁ ]
unde 100(1-a) este nivelul de incredere.

Cvantilele repartitfiei normale si t se evalueaza cu funciile Matlab
norminv (P, miu,sigma), respectiv tinv(P,v) .

Ex. 1: Masa unor persoane ce utilizeaza un ascensor este distribuita normal.
Un esantion furnizeaza urmatoarele valori: 71, 85, 68, 72, 58, 76, 74, 80. Sa se
estimeze cu o probabilitate de 95% valoarea medie.

S

pu= >—<it(1—oc/2,n—1)-ﬁ
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t(l—e/2,n-1)=1(0.05/2,8—-1) = 2.365

=73,5=8.09, = S, = S 2365—286

Jno B
=73+ (2.365-2.86) = 73+ 6.76
1 € [66.24;79.76].

Valoarea cvatilei repartitiei t se obtine in Matlab cu tinv([0.025 0.975],
7).

Ex. 2: Din 40 de copii ce merg la acceasi gradinita, au fost selectati 8 si s-a
masurat inal{imea lor in cm.: 110, 112, 85, 117, 100, 98, 104, 90. Stiind ca
inaltimea este o variabila aleatoare normal distribuitd sa se estimeze media
inaltimii copiilor.

Se observa ca volumul esantionului este mai mare decat 5% din populatie
(8/40 = 0.20 > 0.05), deci va trebui aplicat un factor de corectie datorita
populatiei finite.

= (a/2n1)j— N=n

t(er/2,n-1)=1(0.05/2,8-1) = 2.365

=102,5=10994 = S = 5 _10994 =3.89

B

1 =102+(2.365-3.89) jg f 102+8.33

u e [93.67; 110.33].
3.4.3 TESTAREA IPOTEZELOR

Informatiile legate de o anumita populatie statistica se obtin prin selectarea
unui esantion, cu ajutorul caruia se estimeaza parametrii populatiei respective.
Pe baza acestor parametri se poate forma o imagine asupra caracteristicilor
analizate. De exemplu, dintr-un lot de piese se extrage un esantion de n
elemente si se efectueaza masurari ale lungimii I, lungime presupusa a fi o
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variabila repartizatda normal cu media p si dispersia . Pentru esantionul extras
s-a determinat prin calcul media experimentald |. Se pune problema daca
w=1, problema ce constituie o ipotezd statistica, adicd o presupunere
(supozitie) asupra populatiei statistice luate in studiu. Chiar daca ipoteza

statistica este avansatd pe baza unui esantion, concluzia referitoare la
valoarea parametrului sau la natura repartitiei se refera la intreaga populatie.

in mod firesc, o presupunere asupra unor elemente ale repartitiei (p = 1) poate
admite o alternativd (p<1). Ipoteza initiald se numeste ipotezd nuld si se
noteaza H,. lpoteza alternativa sau concurenta se noteaza Hs.

Ipotezele statistice nu sunt echivalente cu ipotezele stiintifice. In cazul unei
ipoteze stiintifice este suficient un singur exemplu contrar pentru a o infirma,
dar o ipoteza statistica poate fi adevarata, chiar daca intr-o anumita situatie a
fost respinsa ca fiind falsa.

Ipotezele statistice sunt insotite de doua tipuri de erori:

O o eroare apare atunci cand se respinge ipoteza initiala, Ho, Tn situatia in
care ea este adevarata. Aceasta eroare este probabilitatea de a
respinge ipoteza Ho, cand in realitate ea este adevarata. Eroarea se
noteaza, de obicei, cu o

o = P(respinge Ho | Ho adevarats). (3.69)

0 o eroare consta in acceptarea ipotezei Ho, cand in realitate ea este
falsa. Aceasta eroare se noteaza cu B:
B = P(accepta Ho | Ho falsa). (3.70)

Aceste erori se mai numesc erori de tip | si ll. Este evident ca exista interesul
mentinerii valorilor o, si B la niveluri cat mai mici.
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corecta p a corecta

Fig. 3.21 Erori ce apar la verificarea ipotezelor statistice

Metoda efectiva de luare a deciziei asupra acceptarii sau respingerii ipotezei
H, se face cu ajutorul unui test sau criteriu statistic, care este un procedeu
furnizat de statistica matematica.

Testul impune luarea uneia dintre cele doua decizii — acceptare sau respingere
— a ipotezei nule cu un anumit risc. Acest lucru este prezentat in Figura 3.21.
Se poate observa ca valoarea 1 - 3 este probabilitatea de respingere a ipotezei
nule cand aceasta este falsa. Valoarea 1 - B poate fi considerata puterea
testului respectiv.

Din punct de vedere practic, pentru a verifica ipoteza H,, cu alternativa Hi, sunt
necesare, [8]:

o o statistica (o functie de masurarile experimentale) a carei repartitie sa
fie cunoscuta sau cel putin sa fie exprimabila analitic;

0 o valoare considerata “critica” cu care sa se compare valoarea
calculata a statisticii;

O o regula de decizie prin care sa se accepte sau sa se respingad H,
(cand se respinge Ho, automat se accepta Hy);

O o valoare a riscului ales a, ce se mai numeste nivel de semnificatie al
testului.

a. Media unei singure populatii

In continuarea paragrafului, se trateaza problema testarii mediei unei populatii,
in sensul ca se presupune cunoscutd media populatiei si se stabileste daca un
esantion este extras dintr-o populatie cu aceeasi medie.
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Ideea de baza in cazul testarii ipotezelor este ca se incepe cu o presupunere
asupra unui parametru, cum ar fi media, dupa care se utilizeaza esantionul
pentru testarea ipotezelor. Presupunerea admisa, ipoteza nula se noteaza Ho.
De ex.: Se emite ipoteza ca pu este o, adicad Ho: p = po. In afara ipotezei nule
se definesc ipotezele alternative, H;. Ipoteza alternativa poate fi una din cele
trei situatii posibile, Hi:  # w4y, Hit p> py; Hit u < p,. Procedura de testare

consta in compararea statisticii experimentale, in acest caz X cu parametrul
corespunzator ipotezei nule, po. Daca exista diferente intre cele doua valori,
ipoteza nula se respinge. De obicei apar diferente, fie datorita intdmplarii, fie
datoritd faptului cd Ho este falsd. In acceptarea si respingerea unei ipoteze
statistice intervin cele doua tipuri de erori, a si B, deci niciodata nu se poate lua
o decizie cu siguranta absoluta.

In cazul testarii ipotezei u = po cu o probabilitate de 95%, exista un risc de 5%.
In fig. 3.22 se poate observa ca apar zone de acceptare si zone de respingere.

In cazul ipotezei alternative Hj: M # 1y, zona de respingere, avand o arie
egala cu a, se imparte in doua regiuni distincte, fiecare avand o arie egala cu
o/2 (fig. 2.16 a). Acest tip de test este cu doua extremitati. In cazul celorlalte
ipoteze alternative u > y, (fig. 2.16 b) si u < 1, (fig. 2.16 c) apare o singura

zona de respingere, testele fiind cu o singura extrema.

regiune de respingere regiune de respingere

a)

Arie Arie
/2% /2%

regiune de acceptare regiune de acceptare

regiune de respingere

c)

Arie
a%

regiune de acceptare

Fig. 3.22 Zone de respingere si acceptare in testarea ipotezelor
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In testarea unei ipoteze exista totdeauna 5 pasi ce trebuie urmariti:

Pasul 1: Formularea ipotezei nule si a celei alternative. Ipoteza nula specifica
valoarea parametrului ce urmeaza a fi testat (u = po). Forma ipotezei
alternative poate diferi. in cazul testelor cu dou& extremitati este importanta
doar existenta unei diferente intre u si o, In timp ce n cazul ipotezelor cu o
singura extremitate este important si sensul acestei diferente. Ipotezele se pot
formula:

Ho 1= 1y Ho u =1y Hou=py
_ sau _ sau :
Hy 2 u# Hy - u> Hy tu < g

Pasul 2: Specificarea nivelului de semnificatie o. Cel mai uzual este sa se
lucreze cu nivelul de semnificatie de 5% sau 1%. Avand stabilit nivelul de
semnificatie, punctul de demarcare a regiunii de acceptare cu cea de
respingere reprezinta valoarea criticA a testului. Pentru testele cu doua
extermitati exista doua valori critice. Valorile se numesc critice deoarece sunt
valorile cu care se compara parametrii experimentali.

Tabelul 2.4. Valori critice in cazul testarii mediei

. Ipoteze 7
Tip test Ho H X z t
2 extremitati H=Ho U#py | Mo*tZ,,,05 * Zup *t(a/2,v)
0 extremitate U=po > 1, Uy + 2,0 + Za + t(a,v)
o
0 extremitate U=po U< fhy Uy — 2,0, - Za - t(a,v)
o

Pasul 3: Selectarea statisticii si a valorii critice. Exista doua posibilitati de
construire a unui test:

» calcularea valorii critice a parametrului experimental (X );
» sa se lucreze cu variabila normala standard Z sau variabila t.
Valorile critice in fiecare caz de testare a mediei sunt prezentate in tabelul 2.4.

Pasul 4: Determinarea statisticii testului. Daca testul este condus pe baza
valorii mediei, evident ca valoarea statisticii va fi chiar media experimentala.
Daca testul se bazeaza pe Z sau t, valoarea statisticii va fi o transformare a
valorii experimentale in forma standard:
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X — X —
/ = —‘uo sau t = _/JO.
o-i X
Pasul 5: regula de decizie. Odata stabilita valoarea critica se poate
concluziona daca ipoteza nula se accepta sau respinge. Este esential de
remarcat ca respingerea ipotezei Ho, implica acceptarea ipotezei Hs.

In cazul testelor cu doua extreme:

» se accepta Ho, daca X apartine intervalului de acceptare, determinat de
cele doua valori critice. X e [/10 ~Z,12 O o+ 2,00 'O'x] si se respinge
Ho daca acest lucru nu se intampla;

» daca se lucreaza cu Z sau t: se accepta Ho daca valoarea Z, respectiv t
cade in interiorul domeniului de acceptare, altfel se respinge Ho.
In cazul testelor cu o extrema:

» cu statistica X, se accepta Ho daca X este mai mare sau mai mic
decét valoarea critica, in functie de ipoteza alternativa, si se respinge
Ho daca nu se indeplineste conditia;
» se procedeaza similar in cazul variabilei Z sau t.
Trebuie refinut ca la aplicarea unui test statistic nu se obtine niciodata o
certitudine. Totdeauna apar erori a si B. Eroarea de tip a se controleaza prin
specificarea lui a, nivelul de semnificatie al testului, specificand riscul asumat
de a respinge o ipoteza nula. Eroarea 3 nu poate fi controlatd simultan cu a,
desi ele sunt interdependente. Singura posibilitate de a reduce ambele erori
este sa se mareasca volumul esantionului. Cele doua riscuri pot fi urmarite
numai prin intermediul caracteristicii operative [4].

Exemple

1. Tn urma unui studiu statistic asupra productiei unei masini-unelte s-a
constatat ca se produc in medie 3.9 repere/h (repere de acelasi tip), cu o
deviatie standard de 0.6. Urmarind un esantion de 100 de repere identice pe o
alta MU, se constata ca productia are o0 medie de 4.2 repere/h. Sa se testeze
ipoteza ca productia de 4.2 repere difera de cea de 3.9. Se admite un nivel de
semnificatie de 0.05.

Deoarece se cunoaste valoarea lui o, se aplica distributia normala, cu variabila
Z.

Date initiale: u = 3.9; 6 = 0.6; n =100
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Ipoteze: Ho: po = 3.9; Hi: po# p

Nivel de semnificatie o = 0.05 = Zu» = Zoo2s = £1.96 (vezi Anexa 1)

o 0.6
Deviatia standard a mediei: o, = — = — =0.06
t *“Jn V100

Valori critice: pentru X: y,*Z,,,0,=3.9 % 1.96-0,06 =3.78 i 4.02

pentru Z: +Zy2 = -1.96 si 1.96

Testul: valoarea X = 4.2 cade in afara intervalului determinat de valorile critice
(4.02 < 4.2). Daca se utilizeaza variabila Z, statistica este:

7 _ X—ty _42-39 _s5
o 0.06

X

care se gaseste in afara intervalului determinat de valorile critice.

Concluzia: Indiferent de testul aplicat se poate afirma ca se respinge ipoteza
nula cu o probabilitate de 95%, deci media productiei in cel de-al doilea caz
difera de prima. Nu se poate afirma ca media esantionului este mai mare,
deoarece s-a utilizat un test cu doua extreme.

2. Pe baza ezemplului 1, sa se testeze daca media esantionului este mai mare
decéat media populatiei cu o probabilitate de 95%.

Ipoteze: Ho: po = 3.9; Hi: po > 3.9
Nivel de semnificatie o = 0.05 = Z, = Zo.0s = 1.645
Deviatia standard a mediei: o, =0.06
Valori critice: pentru X : 4, +Z,0,=3.9 + 1.645-0.06 = 4.0
pentru Z: +Z, = 1.645
Testul: valoarea X = 4.2 > valoare critica. Daca se utilizeaza variabila Z:
X—u, 42-39
ol 0.06

X

Z = =5 > valoare critica

Concluzia: In ambele teste se respinge ipoteza nuld si cu o probabilitate de
95% se accepta ipoteza alternativa (productivitatea celei de-a doua MU este
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mai mare).

3. Un producator de baterii afirma ca bateriile au o durata medie de viata de 55
h. Se testeaza un esantion de 40 de baterii si se constatad ca au o durata de
viata de 50 h, iar abaterea standard a mediei este 11.734. Este adevarata
afirmatia producatorului cu un nivel de semnificatie de 1%?

Date initiale: po = 55; X =50; S = 11.734; n=40
Ipoteze: Ho: po = 55; Hi: po#= 55

Nivel de semnificatie o = 0.01

Deviatia standard a mediei: S; = — =1.86
T30

Valori critice: Z: +Zq» = £2.58

7 X—p, 50-55
S 1.86
deci cade in domeniul de respingere.

Testul : =—2.69 . Statistica calculata > valoarea critica,

Concluzie: Cu o probabilitate de 99% se poate sustine ca afirmatia
producatorului nu este adevarata.

in caz c& se doreste sa se specifice daca durata medie de viata este mai mica
decat cea afirmata de producator, trebuie aplicat un test cu o singura extrema.

Ipoteze: Ho: o = 55; Hi: no< 55
Nivel de semnificatie o = 0.01

Deviatia standard a mediei: S, =1.86
Valori critice: Z: -Z, = -2.33

Testul : Z = X—#o _50=55
S, 1.86
de respingere, deci se accepta ipoteza alternativa cu o probabilitate de 99%.

=-2.69 . Statistica cade in interiorul domeniului

b. Media a doua populatii

In numeroase situatii practice existd doud esantioane si se pune problema
stabilirii daca intre cele doua esantioane apare o diferenta statistica
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semnificativa. Tn aceastd situatie ipoteza nuld este egalitatea dintre mediile
ideale ale celor doua populatii:

Ho: w1 = pz(sau pa - p2 = 0), pi1, g2 necunoscute
cu alternativele:

Hi: p # po(sau pa - po# 0)

Ha pa > pz(sau pa- p2>0)

Hi: pi < po(sau pi- pz# 0)

In continuare se trateaza separat urmétoarele cazuri:
b1. esantioane de volum mare;

b2. esantioane de volum mic;

b1. Esantioane independente de volum mare

In acest caz volumul celor doua esantioane trebuie sa fie mai mare decat 30,
ni, nz > 30. Datorita acestui fapt, testul Z este mai potrivit, in baza teoremei
limita centrale. Testul presupune parcurgerea acelorasi pasi prezentati
anterior, cu adaugarea unui singur factor, calcularea statisticii Z. Problema
care se pune este stabilirea marimii diferentei dintre cele doua medii. Pentru a
putea raspunde la aceasta intrebare, trebuie obtinute informatii in privinta
distributiei X, —X,, pentru toate valorile posibile X, si X,. Avand in vedere ca

volumul esantioanelor este mai mare decat 30, distributia X, —X, poate fi
aproximata cu distributia normald. In plus media distributiei (45 5,) este O,

cand esantioanele sunt extrase in conditiile ipotezei nule (u1 = u2). Se poate
demonstra, [5], ca abaterea standard este:

2 2
O. (o

Oy y =2+ +—%, (3.71)
il 2 nl n2

o} ,o} fiind variantele celor doua populatji.

Dacd o}, o’ sunt necunoscute, trebuie utilizate valorile experimentale:

2 2
S, ;. = /i_ui_z (3.72)
1 2
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Pasul 1: Ho: z4 — 1, =0

Hi: g4 — 1, #0 sau Ho: g — 1, >0 sau Ha: g4 — 1, <0.
Pasul 2: Stabilirea nivelului de semnificatie a.
Pasul 3: Calcularea statisticii Z corespunzatoare diferentei 14 — 4, :

Inipoteza g, — i, =0, Z devine:
7- @ (3.74)

X=Xz

Pasul 4. Compararea statisticii calculate cu valoarea critica, stabilita pe baza
nivelului de semnificatie.

Pasul 5: Acceptarea sau respingerea ipotezei nule.

Ex.. In vederea achizitionarii unor rulmenti, un beneficiar testeaza doi
producatori. Testarea s-a facut in conditii identice. Datele obfinute sunt
centralizate In tabelul urmator:

volum medie [h functionare] S
lot 1 ni =35 9800 975
lot 2 n2 =40 10200 120

Sa se testeze daca: a. cele doua loturi difera; b. lotul 1 este inferior lotului 2.

a. Este necesar un test cu doua extreme
Ipoteze: Ho: g4 — 1, =0; Hio g — 1, #0.

Nivel de semnificatie o = 0.05

=28.01

2 2 2 2
Deviatia standard a mediei: S; ; = S—1+S—2 = \/975 + 120
L n n, 35 40

Valori critice: + Zo» =+ 1.96

Test: 7 = %= %)= (=) 9800-10200 ), o
28.01

X—%,

Concluzie: |Z|>|Z,,,|, valoarea calculatd cade in zona de respingere, deci Ho
se respinge cu o probabilitate de 95%. Atentie: Nu se obtin informatii in privinta
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superioritatii unui anumit producator.

b. Se aplica un test cu o singura extrema.
Ipoteze: Ho: g4 — 1, =0; Hio g — 1, <O0.
Nivel de semnificatie o = 0.05

Deviatia standard a mediei: S, , =28.01

Valori critice: - Zy» = - 1.645
Test: Z =-14.28

Concluzie: Z < Z,, deci Ho se respinge si se accepta durata de viata mai
ridicata a celui de-al doilea lot.

b2. Esantioane de volum mic

In situatia cand o1 si o2 nu sunt cunoscute, iar ni, n; < 30 se recurge la
distributia t. In conditiile ipotezei nule, Ho: 14—, =0, testul statistic t se
calculeaza cu formula:

(= 8% (3.75)

=%

unde SXFYZ se calculeaza cu relatia (2.45). Este important de remarcat ca

statistica t doar aproximeaza distributia t. Numarul gradelor de libertate este
dat de expresia:

(Slz/nl + SZZ /nz)z (376)

R

Numarul gradelor de libertate se rotunjeste in jos, la cel mai apropiat intreg.

VvV =

in cazul particular, cand se poate considera ca variantele celor doua populatii
sunt egale (al2 = 022), se poate obtine un test mai puternic. Acest lucru poate fi

considerat adevarat in cazul proceselor de lunga durata, la care din
determinari anterioare s-a constatat ca variantele sunt egale. In acest caz,

avand doua egantioane de volum ni, n, cu variantele S7,S’, se calculeaza
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varianta compusa:

(n,—1)S? +(n, —1)S?
S, = AL T T 3.77
P n+n,—2 (3.77)

lar abaterea standard este:

2 2
_ 2y (3.78)
%,—%, . :
nl nZ

, (3.79)

X —Xp

iar numarul gradelor de libertate este v=n; + nz - 2.
Exemple

1. Tn vederea stabilirii nivelului de pregérire a studentilor din anul |, de la doua
directii de specializare, s-a testat un numar de studenii pe baza unor
chestionare. Ambele esantioane au fost formate de 10 studenti, iar rezultatele
centralizate sunt prezentate in continuare (valoarea inregistrata fiind numarul
de puncte realizate).

volum medie S
profil 1 ni=10 60.5 8.2
profil 2 n2=10 62.5 10.2

Sa se stabileasca daca exista diferenfe semnificative intre cele doua
esantioane.

Datorita faptului ca studentji provin din specializari diferite nu sunt motive sa se
presupuna ca variantele cele doua populatii ar fi egale. Se va aplica testul t,
variantele fiind necunoscute si volumul esantioanelor mic.

Ipoteze: Ho: g4 — 1, =0; Hio g — 1, #0.

Nivel de semnificatie o = 0.05
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=4.14

S Sh_ \/8.22 ,102°

Deviatia standard a mediei: S, ;, =
v n n, 10 10

Valori critice: +ty, =+ 2.11cuv =17

(82/n,+ 53/, f =172=v=17

(3 {3 e

Test: t = (% =%,)~ (14~ 1) _605-625 _ -0.48
4.14

=%,

Concluzie: Deoarece |t| < |tw2| Nnu se poate respinge ipoteza nula, deci cu o
probabilitate de 95% intre cele doua specializari nu exista diferente statistice
semnificative.

2. Un echipament identic este utilizat in doua societaii la fabricarea acelorasi
componente. Pe o perioada de o saptamana se inregistreazd numarul
defectelor in fiecare societate, obtinAndu-se urmatoarele rezultate sumarizate:

volum medie defecte S
societate 1 n=7 8.14 3.24
societate 2 nz=7 9.71 3.73

Sa se stabileasca daca exista diferente semnificative intre cele doua societatj,
respectiv daca cea de-a doua societate are mai multe defecte decat prima.

Avand in vedere ca procesul de fabricatie este identic se poate presupune ca
variantele (necunoscute) sunt egale.

Ipoteze: Ho: g4 — 1, =0; Hio g — 1, #0.

Nivel de semnificatie o = 0.05

- - S, .S,
Deviatia standard a mediei: S, ; =.[—+— cu
1772 nl n2
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S, = (n-1)87 +(n,-1)8; _ (7-18.24°+(7-1B78 _,
n+n,—2 1+7-2

erxz =1.867
Valori critice: +ty, =+ 2.179cuv=n;1+np,-2=12

Test: t= (% = %)~ (s~ 1) _814-971 -0.84
S 1.867

X=Xy

Concluzie: |t| < |tw2| (0.84 < 2.179), deci nu se poate respinge ipoteza nula; cu
o probabilitate de 95% se poate afirma ca nu exista diferenfe semnificative
intre cele doua esantioane.

Ipoteze: Ho: g4 — 1, =0; Hil gy — 11, < 0.
Nivel de semnificatie o = 0.05

Deviatia standard a mediei: S; ; =1.867

Valori critice: tt, = -1.782cuv=n1+n;-2=12
Test: t=-0.84

Concluzie: t > -t,, deci nu se poate respinge Ho, cu o probabilitate de 95% cele
doua procese de fabricatie sunt la fel.
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